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АННОТАЦИЯ. Рассматриваются несколько числовых характеристик банахова пространства, связан
ных с мерами некомпактности Хаусдорфа. Устанавливается связь меры некомпактности множества с 
его r-поперечниками, доказывается теорема о рефлексивности банахова пространства, уточняющая и 
усиливающая ранее полученные результаты.
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ABSTRACT. Several numerical characteristics of a Banach space associated with the measure of non
compactness of Hausdorf considered. The link is established measures of non-compactness of the set with its 
r-cross sections, the theorem on the reflexivity of Banach spaces, clarifying and reinforcing the previously ob
tained results is proved.
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1 В этом пункте мы доказываем теорему, ус
танавливающую связь между мерой неком- 
• пактности Хаусдорфа ограниченного мно

жества в банаховом пространстве и его r-попе
речниками.

Определим основные понятия, используемые да
лее. Пусть E -  банахово пространство, П -  ограни
ченное множество в пространстве E .

Определение ([1])
Мерой некомпактности Хаусдорфа х(П) множест

ва П называется точная нижняя грань тех £>0, при 
которых множество П имеет в пространстве E ко
нечную е-сеть.

Напомним, что множество NcE  называется 
е-сетью для П, если ПсЫ+eB, где B -  замкнутый еди
ничный шар в пространстве E с центром в нуле, а

N  +  £ В =  {х +
Определение ([2])

гу: х  £ N, у  е

r-поперечником 6г(П) множества П называется 
точная нижняя грань тех 6>0, для которых в E су
ществует подпространство F размерности, не пре
восходящей r такое, что ПcF+6B .

Отметим сразу, что последовательность чисел 
60(П), 6Х(П),.., 6г(П),.. является монотонно убываю
щей и ограниченной снизу (например, числом 0).

Следовательно, существует предел
Нш 5,-Ш) ■

который и устанавливает связь между мерой не
компактности Хаусдорфа множества П и его 
r-поперечниками.

Теорема 1
Имеет место следующее равенство:
Х(П) = lim <5*. (ft).Г—» 00
Доказательство
Пусть x(^=a. Это означает, что для любого е>0 

существует конечное число точек x t, x2,..., x r, в про
странстве E таких, что

2—1
Обозначим через L=L(xt, x2,...,xr) линейную обо

лочку элементов x t, x2,...,xr L является конечномер
ным подпространством в пространстве E , причем

■< ■ .
Нетрудно видеть, чтог

М х, + (а +£)В (- L(x1,x2....,xr) + (a +s)B.
=i

Таким образом, для любого е>0 можно указать 
подпространство L размерности, не превосходящей 
r такое, что

О Q L +  (а +  г)В.
Из этого следует, что для любого е>0 существует 

такое r0, что
Srn (ft) < а + г.
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Тогда для
<  а  +

r>r.0 подавно
■: и, следовательно,

lim <Sr(H) < а + €.г—*00
В силу произвольности £ можно сделать вывод,

Пт 5ГГ— со < а, т.е.
> lim 5Д.П). ( 1)

Докажем противоположное неравенство. 
Пусть
Пт 5Г(П) = ЬГ— СО
Так как последовательность Sr ( J стремится к 

b, убывая, то для любого £>0 существует такое чис
ло г0, что fifo Ь ~\~ £.

В силу определения r-поперечника и свойств 
инфимума отсюда следует, что для любого £>0 най
дется такое линейное подпространство F размерно
сти d i m F  <  г 0, ч т о  П с :  F  +  (Ь +  2 с ) В .

Так как множество П ограничено, то существует 
такое число K, что для любого
х ё П \\х  || < К .

В силу конечномерности пространства F множе
ство В  П F  вполне ограничено, а вместе с ним 
вполне ограничено и множество
(К  +  Ъ -\- 2 £ П  F ) .

Поэтому для него найдется конечная £-сеть { x t, 
x2,...,xm }, то есть~ т

(К  + Ъ + 2е)(В П F) £ М  я, + еВ.
i = i

Далее, если xeQ, то
х = (Ъ + 2 e ) z  + у ,  где ||z|| < 1, у  е  F .

Отсюда
||уII < ||%|| + Ъ + 2е < К  + b + 2е.

П о э т о м у  у  €  [К  Ч -  Ъ +  2 £ ) ( 5 f " l F ' ^

и, следовательно,
n С (ь + 2в)б + (К + Z) + 2г)(бП б) С 

с {Ъ +  2£)В +
i=i

Это означает, что 
В силу произвольности £ получаем х(П)<Ь, т.е.
Х(Р) — lim 8Г (П). (2)

Г—*00

Из (1) и (2) и получается требуемое равенство
j( f l )  =  lim 5Г(Д).

7*—*оо
Теорема доказана.
2. В геометрической теории банаховых про

странств достаточно важную роль играет понятие 
модуля выпуклости. С его помощью, например, ба
наховы пространства классифицируются в соответ
ствии и с их геометрической структурой, он ис
пользуется в теории неподвижных точек, теории 
равномерно выпуклых и рефлексивных пространств 
и др.

В работах [3], [4] были введены геометрические 
характеристики банаховых пространств, исполь
зующие понятие меры некомпактности, в какой-то 
степени обобщающие и развивающие идею модуля 
выпуклости.

Мы даем здесь несколько определений подобного 
рода характеристик, сравниваем их и приводим 
одну теорему о рефлексивности банахова простран
ства.

Всюду далее через Е мы будем обозначать бана
хово пространство, B и S, соответственно, -  замкну
тый единичный шар и единичная сфера в E с цен
тром в нуле 9, В  (̂ .V, 0 )̂ -  замкнутый единичный

шар с центром в точке х радиуса аО., В* и S* -
замкнутый единичный шар и сфера в сопряженном 
пространстве E*, B** -  замкнутый единичный шар 
во втором сопряженном пространстве E**.

Определение 1([4])
Модулем некомпактной выпуклости банахова 

пространства E называется функция
Д£(Х) = m /{l — d(0,X): X с  В, X = соХ, *(Г) > г) 

и коэффициентом некомпактной выпуклости назы
вается величина

£i (£ ) =  sup[s: Л£ (г) =  0}.
В [4] доказывается следующая теорема.
Теорема 2

1
Если , то пространство E рефлек-

сивно.
Введем в рассмотрение еще две характеристики, 

которые обозначим f t  (Н )  И у ( Е ) .
Определение ([3])
Мерой некомпактной выпуклости банахова про

странства E называется число
13(E) — inf sup{x(fl:): Пг с  В(9,1) \ В(6,1 -  t) и П, выпукло).

t> О А;
Если мы введем обозначение
<p(t) = sup{x(.tlt): (lt <=■ В(0Д)\В(б,1 — t), Dt выпукло),
то величину р  (у  J, очевидно, 

лить и следующим образом:
можно опреде-

= lim I
t-»o

Для любого линейного непрерывного функцио
нала f  Е S  и любого t обозначим через 
множество

D (t,f) = {х : /(я )  > 1 -  t, Я' £ б},
а через обозначим следующий предел:

К(£) = \imsupx(D(t.f))-t—0
Оказывается, что для введенных выше характе

ристик f  j , ft И у ( В )  имеет место сле
дующая теорема.

Теорема 3
ИВеличины р J, yt. 

Доказательство 
Докажем сначала равенство

совпадают.

Для каждого выпуклого множества из сфериче
ского слоя

всех и

что
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существует функционал f  £  S  такой, что 

1 . . '. Следовательно,П , С

Но тогда, тем более, для каждого П , выполня
ется неравенство

x(nt) £ sup(x(D(t,f)): f  € £*}.
Отсюда

supCv(ftt): П, с  Б(9,1)\В(6,1 - 1) й, выпукло} < sup{x(D(t.f)): /  € S"), 
и, следовательно, пределы левой и правой части
этого неравенства при £ —* 0 связаны тем же не
равенством, т.е.

/?(£) < у(Е).
Докажем противоположное неравенство. Любое 

множество Df t ,L, j  J, очевидно, выпукло и лежит в

сферическом слое В [В, 1  t ) .  Тогда
Х(Р(г,!У) -  £1.ip{/(ficj : С1г г  Е(в, 1 У\В(в, 1 -  Г;, П; -  выпукло}. 
Следовательно,
supx(D(t.f)) < supx(tlt)
f%S- Slt

и, значит,

что и требовалось доказать.
Установим теперь равенство величин

Пусть £ 1 ( ^ )  =  Я- Тогда для любого £ О 

существует такое £, что A g  ( f )  =  0  и 

£ >  О. — £. Из определения Д^Д^1) следует, что 

для любого t  J; > 0  существует выпуклое множе

ство П л  £= В  такое, что Х С ^ л )  — ^  и  

1 _  Т 7 ., или

d ( 6 ,E ln) >  1  -  t n .
Пусть £j, —* 0. Тогда для соответствующей по

следовательности множеств П п имеем
П «  £ В ( б , 1 ) \ В ( б , 1 - у

и / { Д О  >  с >  а  - 1.
Но тогда для любого £J; и подавно

с р ( г „ )  >  а  -  г .

Следовательно,

Возьмем произвольное t  7> 0 и выберем соот

ветствующий элемент F q.. Пусть f  €  Е такой 
линейный непрерывный функционал, что 
НДЦ =  1 и F q С./") ■> 1 — £• Рассмотрим в про-

С 1**странстве £ множество

lim <

и, значит,

• n ) 2 a  -  t,

i

В силу произвольности £
fi(E j > a — s ( E ).

Докажем противоположное неравенство.
Пусть j3 ( ^ f )  =  O.

Так как функция ( p f t )  монотонно убывает, то 

для любого £ 3* О
(p {t )  >  ь .

Выберем последовательность £ J; 7> 0, стремя

щуюся к нулю, и произвольное £ 7> 0. Тогда для

каждого t ,, мы можем найти множество

Q„<=S(0,1)VB(<U-O
такое, что
x(0n) > <p(tn) -  г > Ь -  г.
Таким образом, для множеств выполняются 

неравенства
, 1  >  b  — s н  1  -  df8,  Й ^ )  <  t „ .

Отсюда
Дг(£ -  г) -  in/{l -  d(0 fl): fl £ В, П -  cofl.x(fl) > b — e} — 0 
Следовательно,

=  suv{a: A* =  0} >  b -  .

В силу произвольности £ 7> О 

Теорема доказана.

Теорема 4
Если 13 (Е <  1, то банахово пространство E

рефлексивно.
Доказательство
Обозначим через П естественное вложение бана

хова пространства E во второе сопряженное про
странство Е**. Если предположить, что E не реф
лексивно, то множество П(Е) является собственным 
подмножеством пространства Е**, т.е.
П (Е) с  Е**.

Тогда для любого £ 1> 0 найдется F q €  Е
такой, что

> 1 -  7 Z.“ > ТЬТХСГС 77 £  Е.
и  =  {F : F ( J )  >  1 -  t}.

Понятно, что и  открытое в Е -топологии под

множество Е

"  ^  
cl

и F q Е U. Множество

очевидно, содержит элемент Г^, и для него имеет
►* (— ^7/ТГлместо включение 0,где
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v = u п > 1  - t . X  <

а С i обозначает замыкание в Е  -топологии в про-
I?**странстве с  .

Обозначим через И / прообраз множества V В Е  
при отображении П:

W =  П - Х(Ю  =  { * :  /■ (*) >  1 -  С, ||х || <  1}.
Так как по предположению Д ( f )  ^  1 , то

) >  1 ~ t ,  IM| <  1}) = q <  1.lim sup у({.с:
/еЕ-

Отсюда для любого £ !> О мы можем найти та

кое Tq 0 , что если t <_ tp , то для всех

/ e s *
*({*: /(* ) 1 -  t, IU II £ 1» = q + г (3).

Выберем £ !!> О И  t  > 0  настолько малыми, 
чтобы одновременно выполнялись неравенства (3) и
q  + £  +  t  <  1 .

Тогда П

W = П - 1( Ю ^ М л г 1 +  (Ч +  £>#
1 =  1

и, следовательно,

V Q И П (% ,)  +  (д +  £ )П (Я ).
i=i

Отсюда получаем, что

cl(V) £ d  I П(х.) + (д + £)П(5) | с  П(Е) + (Q + £)ВЛЯ.
{ ' ;

Так как F q Ё
F0 e r

I ,  т о

') +  (<? +  ’
Это означает, что

| < ?  +  .

и в силу выбора f  и £

что противоречит выбору F  
Теорема доказана.
Из равенства характеристик £ ̂ I

получается усиление теоремы 2. 
Следствие
Если £ н 1, то пространство Е  рефлек-

и
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